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1次元ポテンシャル障壁問題 -透過率計算-

質量mの電子が x軸上を運動している。この電子の波動関数を ψ(x)、エネルギーを E とする。次の 1

次元ポテンシャル

V (x) =

V0 (0 ≤ x ≤ a)

0 (others)

に x = −∞から入射する電子の透過率を計算する。ただし V0はある有限の値であり、E < V0を満たすも
のとする。
ψ(x)が従うシュレーディンガー方程式は{

− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

}
ψ(x) = Eψ(x) (1)

で与えられる。上記の方程式の解は、0以外の値をとる定数 A,B,C,D, F を用いて、以下のように xの各
領域において積分することで求めることができる。
(i)x < 0において (1)は、

d2

dx2
ψ(x) = −k2ψ(x)

ここで、k =
√
2mE/ℏとおいた。両辺に ψ(x)の xに関する一階微分をかけ、式変形すると

d

dx

{
1

2

(
dψ

dx

)2}
=

d

dx

{
−k2 1

2
ψ2

}

d

dx

{(
dψ

dx

)2

+ k2ψ2

}
= 0

よって、xに依らない定数 lを用いて (
dψ

dx

)2

+ k2ψ2 = l

と表せることになる。両辺を lで割って(
1√
l

dψ

dx

)2

+

(
kψ√
l

)2

= 1

これより ψと dψ/dxはそれぞれ、xに依存するパラメータ θを用いて、

dψ

dx
=

√
l cos θ, ψ =

√
l

k
sin θ

と表せる。ψ =
√
l sin θ/kの一階微分が

√
l cos θに一致することから、定数 δを用いて

θ = kx+ δ

と決まる。これより波動関数は

ψ(x) =

√
l

k
sin(kx+ δ) =

√
l

k

(
eiδ

2i
eikx − e−iδ

2i
e−ikx

)
= Aeikx +Be−ikx (2)

のように得られる。ただし、複素定数A =
√
leiδ/2ik、B = −

√
le−iδ/2ikを用いて表した。(2)式の右辺一

項目は x軸正方向に進行する入射波、二項目は x軸負方向に進行する反射波を表していると考えることが
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できる。
(ii)0 ≤ x ≤ aにおいて、(1)は

d2

dx2
ψ(x) = κ2ψ(x)

となる。ただし κ =
√
2m(V0 − E)/ℏとおいた。(i)と同じ手順で上式を変形していくと、ψと dψ/dx が定

数 l′ を用いて (
1√
l′
dψ

dx

)2

−
(
κψ√
l′

)2

= 1

と書けることが示される。これより ψと dψ/dxはそれぞれ、xに依存するパラメータ θ′ を用いて、

dψ

dx
=

√
l′ cosh θ′, ψ =

√
l′

κ
sinh θ′

と表せる。ψ =
√
l′ sinh θ′/κの一階微分が

√
l′ cosh θ′ に一致することから、定数 δ′ を用いて

θ′ = κx+ δ′

と決まる。これより波動関数は

ψ(x) =

√
l′

κ
sinh(κx+ δ′) =

√
l′

2κ

(
eδ

′
eκx − e−δ′e−κx

)
= Ceκx +De−κx (3)

のように得られる。ただし、複素定数 C =
√
l′eδ

′
/2κ、D = −

√
l′e−δ′/2κを用いて表した。

(iii)x > aにおいても (i)と同様の手順を踏めば良いが、x = ∞から進行してくる波は無いという条件から

ψ(x) = Feikx (4)

のようになる。
以上をまとめると、波動関数 ψ(x)とその一階導関数は次のように与えられる。

ψ(x) =


Aeikx +Be−ikx (x < 0)

Ceκx +De−κx (0 ≤ x ≤ a)

Feikx (x > a)

(5)

d

dx
ψ(x) =


ik(Aeikx −Be−ikx) (x < 0)

κ(Ceκx −De−κx) (0 ≤ x ≤ a)

ikFeikx (x > a)

(6)

ここで、波動関数とその一階導関数についての、x = 0での境界条件を考える。シュレーディンガー方程
式 (1)の両辺を [−ϵ, ϵ]の微小区間において積分する。波動関数が区間 [−ϵ, ϵ]において有限の値を取り、最
大値が ψm ≡ max

x∈[−ϵ,ϵ]
ψ(x)で与えられるものと仮定する。

lim
ϵ→0

∣∣∣∣ ddxψ(ϵ)− d

dx
ψ(−ϵ)

∣∣∣∣ = lim
ϵ→0

∣∣∣∣∫ ϵ

−ϵ

d2

dx2
ψ(x)dx

∣∣∣∣ = lim
ϵ→0

∣∣∣∣−2m

ℏ2

∫ ϵ

−ϵ

(E − V (x))ψ(x)dx

∣∣∣∣
≤ lim

ϵ→0

2m

ℏ2

∫ ϵ

−ϵ

|(E − V (x))ψ(x)|dx ≤ lim
ϵ→0

2m

ℏ2
|E − V0|

∫ ϵ

−ϵ

|ψ(x)|dx ≤ lim
ϵ→0

4mϵ

ℏ2
|E − V0||ψm| = 0

従って、ϵ→ 0において
d

dx
ψ(ϵ) =

d

dx
ψ(−ϵ)
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となるため、ψ(x)の導関数が x = 0で一意に定まる（即ち、微分可能である）ことがわかった。従って、
x = 0において ψ(x)の連続性も成り立つ。x = aにおいても同様なことが言える。以上より、波動関数と
その一階導関数に関する境界条件はψ(+0) = ψ(−0), d

dxψ(+0) = d
dxψ(−0)

ψ(+a) = ψ(−a), d
dxψ(+a) =

d
dxψ(−a)

(7)

で与えられる。(5)と (6)を上の境界条件の等式に代入すると

A+B = C +D (8)

A−B =
κ

ik
(C −D) (9)

Ceκa +De−κa = Feika (10)

Ceκa −De−κa =
ik

κ
Feika (11)

(8)+(9)より、

2A =

(
k

iκ
+ 1

)
C +

(
− κ

ik
+ 1

)
D (12)

(10)+(11)より、

2C =

(
ik

κ
+ 1

)
eika−κaF (13)

(10)−(11)より、

2D =

(
− ik
κ

+ 1

)
eika+κaF (14)

(12)に (13)と (14)を代入すると

4A = eika
{(

κ

ik
+ 1

)(
ik

κ
+ 1

)
e−κa +

(
− κ

ik
+ 1

)(
− ik
κ

+ 1

)
eκa

}
F

= eika
{(

κ

ik
+
ik

κ
+ 2

)
e−κa +

(
− κ

ik
− ik

κ
+ 2

)
eκa

}
F

= eika
{
4 cosh(κa) + 2i

(
κ

k
− k

κ

)
sinh(κa)

}
F

これより、透過率 T = |FA |2 を計算すると

T =

(
cosh2(κa) +

1

4

(
κ

k
− k

κ

)2

sinh2(κa)

)−1

=

(
cosh2(κa)− sinh2(κa) +

1

4

(
κ

k
+
k

κ

)2

sinh2(κa)

)−1

=

(
1 +

1

4

V 2
0

E(V0 − E)
sinh2(κa)

)−1

=
4E(V0 − E)

4E(V0 − E) + V 2
0 sinh2(κa)

となる。


